Der Titel der Diplomarbeit wird voraussichtlich sein ” Eine hinreichend Bedingung
fr die starke minimalitt von kompaktenMinimalflchen”.Eine Minimalflche M, das
heit eine n-dimensionale Hyperflche mit Rand, die die notwendige Bedingung, da
die die mittlereKrmmung H auf M identisch verschwindet, ist im allgemeinen
keinMinimum des Flcheninhales in der Kalasse aller Funktionen, die den gleichen
Rand haben wie M. In dieser Arbeit aknn ich zeigen, da M ein starkes Minimum
des Flcheninhaltes ist, falls der Jacobioperator von M nur echt positive Eigenwerte
hat. Ich fhre dabei die starke minimalitt von M auf die Existenz eine Kalibrierung
auf einer offenen Tubenumgebung von M und dann auf die Existenz einer Blt-
terung dieser Tubenumgebung in Minimalfichen zurck. Diese Bltterung wird dann
im zweiten Teil der Arbeit unter der oben gennanten Voraussetzung an den Ja-
cobioperator konstruiert. Ich greife in dieser Arbeit eine Methode von Nathan
Smale auf, mit der Minimalfichen in IR"*! durch kleine Strungen von Flchen mit
"kleiner’ mittlerer Krmmung konstruiert werden, und verallgemeinere sie auf den
Fall von Hyperflchen in glatten Mannigfaltigkeiten. Das Problem H = 0 auf M
wind umgeschrieben in ein Fixpunktproblem der Form T'(x) = x, dann werden
durch Abschtzungen fr die Operatoren H und 7" auf gewissen kompakten Mengen
K(o,a) die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes nachgewiesen. Fr
die Verallgemeinerung auf Untermannigfaltigkeiten von glatten Mannigfaltigkeiten
mute ich eine globale Darstellung der mittleren Krmmung finden und fr diese hn-
liche Abschtzungen erhalten, die dann die Konvergenz des Banachschen Fixpunk-
tsatzes thren.

Zur Konstruktion einer Bltterung von Minimalfichen wird dann die Schar der
Parallelfichen von M in eine Schar von Minimalflchen verbogen’. Aus dem Maxi-
mumsprinzip fr lineare partielle Diffenzialoperatoren ergeben sich dann die Eigen-
schaften fr die Bltterung.

Ein groer Reiz an dieser Arbeit war, da ish hier Methoden und ergebnisse aus
mehreren verschieden Gebieten der Mathematik zu einer Art globalen Variation-

srechnungr verbinden konnte.
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1 Einfhrung

In dieser Arbeit betrachten wir das Variationsintegral

F(f) :/ ®(d, f) dvol
M
mit einer Lagrangeschen
&: Hom(TM, TM) — R

der Klasse C2. Dabei ist f: M — M eine C'-Abbildung von einer kompakten
n-dimesnionalen Mannigfaltigkeit M in eine glatte n + 1-dimensionale Mannig-

faltigkeit M. F schreibt sich in lokalen Koordinaten als ein Funktional
I(u) = /Q Fla, u(z), Du(z))dz
mit einer C?-Lagrangeschen
F:QxR"xRY — R

und N =n + 1 und verallgemeinert deswegen I.
Ein lokales Minimum von F in der Klasse der Funktionen mit gleichem Rand
ist ein kritischer Punkt f von F und deswegen eine Lsung der Euler-Lagrange-

Gleichungen

L(f)=0.

Wir geben eine hinreichende Bedingung dafr, da eine Lsung f der Euler-Lagrange-
Gleichungen ein Minimum von F ist:

Ist der kleinste Eigenwert A der zweiten Variation von F an der Stelle f positiv,
so ist f ein starkes homologisches Minimum von F zu eigenen Randwerten. Ist
dagegen \ < 0, so ist f kein lokales Minimum von F.

Fr den Fall von nichtparametrisch gegebenen Extremalen, das heit, fr Graphen von
Funktionen f: 2 — IR stammt das hier angegebene Resultat im wesentlichen von
L. Lichtenstein [LL], der fr dim Q = 2 Funktionale mit analytischem Integranden F
betrachtet hat. Die bertragung auf den Fall mehrdimensionaler Variationsprobleme
stammt von C. B. Morrey [M]; einige Vereinfachungen wurden von S. Hildebrandt
[HS1],[HS2] und X. LI [LX] angegeben. Die Verallgemeinerung auf den Fall von
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kompakten immersierten Hyperflchen der Kodimension 1 in glatten Riemannschen
Mannigfaltigkeiten wurde von mir ausgefhrt.

Um starke homologische Minimalitt zu zeigen, zeigen wir die Existenz eines Feldes,
das heit einer ausreichend glatten Bltterung aus Extremalen. Dieses Feld konstru-
ieren wir im allgemeinen Fall mit einer Methode, wie sie S. Hildebrandt in [HS2] fr
den Fall nichtparametrischer Extremaler benutzt. Den Fall von immersierten Min-
imalfichen im IR"™ behandeln wir gesondert. Wir konstruieren das Feld, indem
wir die Schar der Parallelfichen durch geeignete kleine Strungen in ein Feld von
Minimalfichen Feld von Minimalfichen ‘verbiegen’. N. Smale hat in [SN] eine Mini-
malfiche erhalten indem er eine ‘Fast-Minimalflche’ in eine Minimalfiche ‘verbogen’
hat.

Ich danke ... blabla.

2 Notation und Grundlagen “BLA

2.1 Differentialgeometrische Grundlagen

In dieser Arbeit bezeichne M immer eine n-dimensionale kompakte Mannig-
faltigkeit mit Rand, das heit einen Hausdorffraum, in dem jeder Punkt eine Umge-
bung U besitzt, die homomorph zu einer offenen Teilmenge V' in R} := {z €
R":z,, > 0} ist. Dieser Homomorphismus ¢: U — V heit eine Karte von M. Ein
System von Karten, deren Definitionsbereiche M berdecken, heit ein Atlas von M.
Sind alle Kartenwechsel po1~! stets C¥*-Diffeomorphismen, so heit M eine C**-
Mannigfaltigkeit. Ein Punkt p € M mit ¢(p) im Rand von IR} heit Randpunkt,
sonst innerer Punkt von M. Der Rand M ist die Gesamtheit der Randpunkte,
das Innere M° die der inneren Punkte von M. Eine Abbildung f: M — N zwis-
chen Mannigfaltigkeiten heie vom Typ C¥, falls fr alle Karten ¢ von M und 1)
von N die lokale Beschreibung 1 o f o =1 vom Typ C* ist.

Vektorraumbndel 7: E — M bezeichnen wir auch kurz mit E, falls keine
Mehrdeutigkeit zu befrchten ist. Insbesondere hat jede Faser E,: = 7~ !(p) eine lin-
eare Struktur. Ein Vektorraumbndel heit normiert, falls auf jeder Faser eine Norm
erklrt ist. Im folgenden bezeichne T'M immer das Tangentialbndel und T% M das
Kotangentialbndel an M.

Die Exponentialabbildung exp: TM — M ist durch exp,,(v): = (1) erklrt. Dabei

dy

ist v € T, M und ~(t) die Geodtische mit Anfangspunkt p und 3|, _ = v. exp,, ist
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differenzierbar in v und p und bildet eine Nullumgebung in T, M diffeomorph auf
eine Umgebung von p in M ab. Eine C¥-Abbildung u: M — E heit ein C*-Schnitt
in E, falls uor = idys. C¥(M, E) bezeichne die Menge aller C¥-Schnitte in E, es ist
insbesiondere nicht die Menge aller C*-Abbildungen von M in die Mannigfaltigkeit
FE gemeint. Schnitte in T'M heien Vektorfelder auf M.

Eine Riemannsche Metrik g auf M ist ein C*°-Schnitt in T"M ® T"M, so da g,
auf T, M fr alle p € M ein positiv definites Skalarprodukt ist. Die innere Metrik
d(z,y) auf M ist als das Infimum der Lngen aller Kurven mit Endpunkten z und
y gegben, der Durchmesser von M als das Supremum aller Abstnde d(z,y) auf M.
M heit vollstndig, falls (M, d) als metrischer Raum vollstndig ist. Abgeschlossene,
beschrnkte Teilmengen von M sind dann kompakt, alle Geodtischen sind unendlich
verlngerbar. Ist M auerdem zusammenhngend, so kann man je zwei Punkte p und
q auf M durch eine Geodtische der Lnge d(p, q) verbinden.

Im folgenden sei M immer eine vollstndige, n 4+ 1-dimensionale Riemannsche C*°-
Mannigfaltigkeit mit Metrik g.

Eine C!- Abbildung f: M — M heit Immersion, falls fr alle p € M die induzierte
Tangentialabbildung 0 f ‘p: T, M — Tp]TJ/ lokal injektiv ist. Dann ist f nach dem
Satz ber implizite Funktionen auch lokal umkehrbar. Eine Immersion f heit Ein-
bettung, falls sie injektiv ist. M trage immer die induzierte Metrik ¢, das heit
9(X,Y) =g(f X, f.Y). M heit immersierte Untermannigfaltigkeit in M.

Das Tangentialbndel von M , eingeschrnkt auf M, It sich aufspalten in ™ | IV
TM & NM; dabei ist NM das Normalenbndel auf M; das heit, jeder Vektor
X e TPJTJ/ It sich aufspalten in X = X7 + X,

V sei der durch g auf M gegebene Levi-Civitta Zusammenhang. Auf M ist durch

~ T
VxV:= (VxY)

ein linearer Zusammenhang definiert, es ist der Levi-Civitta Zusammenhang von

M.
Die zweite Fundamentalform B € C*°(M, T"M @ T M @ NM) auf M wird gegeben
durch

BX,Y):= (VxY) .

Wegen
(Vi)Y = (VxY + X, Y)Y = (Vyx)"
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ist B, symmetrische, bilineare Abbildung von T,M x T,M nach N,M. Man
definiert also )
H,:= —Spur(B,)

n

H ist ein glattes Normalenfeld auf M und heit Mittlere Krmmung von M.
R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X’y}Z

bezeichne den Krmmungstensor von M. Wir werden im fogenden die Identitten
R(X,)Y)=R(Y,X)und < R(X,Y)Z W >=< R(Z,W)X,Y > bentigen.
Auf M ist durch die Volumenform kanonisch ein Ma dvol gegeben, wir integrieren

im folgenden immer ber dvol falls die Integrale nicht anders gekennzeichnet sind.

2.2 Funktionenrume

Definition 2.2.1 Ein Schnitt f in einem normierten Bndel E ber M heit
integrabel, falls || f|| als Funktion auf M integrabel ist.
Fro<p<oo,0<a<1undk € IN definieren wir folgende Normen

s = [ 1617
Fleonr = sup 17l

|f’Ck(M,E'): = Z ‘Vif|CO

Fr z,y € M und V € 7 1(x) sei p,(V) die Parallelverschiebung von V in den

Punkt y Ings einer Kurve von x nach y.

| Iy (@) — )]
lesio .y = fles g+ sup 225200

Lemma 2.2.2 Whlt man einen endlichen Atlas A = {z;:U; — V,,i € I} fr
M, so ist E|U. diffeomorph zu V; x F, wobei F': = 7= 1(p) fr ein p € U;. Man kann
dann die obigen Normen folgenderweise quivalent definieren:

|f|ip(M,E): = sup |Fyjl e (v;, p)

|fleo(nr, By = sup [ Fileo v, p)

|f’C’f(M,E): = sup | Filex v, F)
J

|f|Ck»a(M,E): = |f’Ck’a(Vin)
Beweis Siche [BC].
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Lemma 2.2.3 Die Vektorrume

LP(M, E): = {f ist integrabel und |f|Lp(M7E) < oo}
Ck(M, E):={[flex(n, By < 0}
Co (M, B): = {|lcx (a1, By < 201 f|50,= 0

CP(M, E): = {|flckaar. By < o0}

Cg (M, E):= {|f|ck»a(M,E) < OO’f|aM: 0}

sind mit den oben definierten Normen separable Banachrume.

Definition 2.2.4 H*?(M, E) ist die Vervollstndigung von C*(M, E) und
H°*P(M, E) die von C°(M, E) bezglich der Norm

k
|f|HkaP(M,E): = Z |v1f|LP(M,E)'
i=0

Bemerkung 2.2.5 Wie im Fall von Funktionenrumen ber Gebieten 2 C IR" ist
H*?P(M,E) = L?(M, E)

Wenn die Fasern von F ein Skalarprodukt tragen, etwa eine Riemannsche Metrik,
so ist L?(M, E) ein Hilbertraum in dem Skalarprodukt

(u, ’U)LQIZ/ <u(z),v(x) >g.
M
Fr p > 1 sind H*?(M, E) und H°**(M, E) separable Banachrume.
2.3 Tubenumgebung und induzierte Mannigfaltigkeit

Lemma 2.3.1 Ist f: M — M immersierte Untermannigfaltigkeit der Kodi-““TUBENUM

mension k, so gibt es ein r > 0 und eine Immersion

T:M x B.(0) — T,.(f) C M

auf eine Umgebung von f(M) = 7(M x{0}. Dabei ist B,.(0) der offene Einheitsball
in R®. Ist M eingebettet, so ist T,(f) vermge T diffeomorph zu M x B,.(0).
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Definition 2.3.2 7.(f) heit Tubenumgebung von M.

Beweis Das Normalenbndel ist lokal trivial, das heit in einer Umgebung U C M
von p € M ist NU bndelisomorph zu U X IR*. Wir betrachten deswegen die
Abbildung I': NU — M mit ['(p,v): = exp, v. Wegen der Vollstndigkeit von M
und der Differenzierbarkeit von exp ist I' wohldefiniert und differenzierbar auf
M x R*. Offensichtlich ist or| (o)~ id T, 3 deswegen ist I" auf M x B,(0) lokal
umkehrbar.

Angenommen, M ist eingebettet aber 7: M x B,.(0) — 7,.(f):= Im(7) ist kein
Diffeomorphismus. Dann gbe es Q; = 7(pi, ;) = 7(ps, 5;) mit lim's; = lims; = 0.
Dann konvergieren, nachdem man eventuell zu einer Teilfolge bergegangen ist, die
Q; gegen ein @ € f(M), also ist auch limp; = limp; = Q. T ist aber auf einer
ganzen Umbebung von @ injektiv. O

Korollar 2.3.3 Sei f: M — M kompakte, immersierte, orientierbare Unter-
mannigfaltigkeit. Fr alle Schnitte u € C**(M, NM) mit |ulco < 7, ist fu(x):=

Tou(x) = expy,) u(x) eine CF_Immersion.

Bemerkung 2.3.4 Fr M =" ist fu=f+uof, wenn man T,IR""" mit
IR™ ™ identifiziert..

Definition 2.3.5 M,:= f,(M) heit die durch u induzierte Mannigfaltig-
keit.

Bemerkung 2.3.6 Ist M eingebettet, so ist auch M, eingebettet. Fr u €
Ci(M,NM) ist OM, = OM.

Definition 2.3.7 Die durch den konstanten Schnitt sv € C*° (M, NM) induzierte
Mannigfaltigkeit Mg: = M, heit die Parallelfiche zur Entfernung s von M.

2.4 Differentialoperatoren

Definition 2.4.1 Wir definieren die 'musikalischen‘ Isomorphismen
(): TM — T*M
() T"M — TM
durch g(X,w#) = w(X) und X*: = g(X, ).
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Definition 2.4.2 (Kontraktion) Ist A ein (1,1)-Tensorfeld auf M, das heit,
A€ T"M @ TM, so definieren wir

C1.2(A)p: = Spur(z — A(z))

(1 2(A) heit die Kontraktion von A und ist offensichtlich ein auf M global definierte
Funktion. Im Folgenden betrachen wir die Kontraktion C; ; des i-ten (kovarianten)
Arguments, mit dem j-ten (kontravarianten), das einem (k,)-Tensorfeld ein (k —
1,1 — 1)-Tensorfeld zuordnet.

Definition 2.4.3  Sei M Riemannsche Mannigfaltigkeit, 0 # a € C(T*M ®
T"M),beCO(T M) und c € C°(M).

Ein linearer Differentialoperator der Ordnung 2 ist eine Abbildung der Form
ur— A(u) = 017302,4(av2)u + C1 2(bV)u + cu.

Dabei ist C; ; die Kontraktion des i-ten mit dem j-ten Elements.
A heit elliptisch, falls es fr alle x € M ein A(z) > 0 gibt, so da

Ma)THE? < al€,€) < Aa)[¢f.

A heit gleichmig elliptisch falls A\(z) > X fr ein festes A > 0.

Bemerkung 2.4.4 Wegen der Unabhngigkeit der Kontraktion von der Karten-
wahl ist der obige Ausdruck wohldefiniert.

Lemma 2.4.5 In einer lokalen Karte p:U — V von M hat A die Form

Ay(uo o ) = angiDj(u op 1)+ bpri(u op 1)+ co(uo o h.

u+ (52, 2 ) Thy o2t 4 b(52)) 52 u + cu.
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Whlt man jetzt

so erhlt man die Behauptung. U

Bemerkung 2.4.6 A ist (gleichmig) elliptisch, wenn A als Differentialoperator
ber V' (gleichmssig) elliptisch ist.
Man kann alle global definierten linearen Abbildungen, die in lokalen Koordinaten

Differentialoperatoren zweiter Ordnung sind, in dieser Form schreiben.

Definition 2.4.7 Der durch A:= SpurVV gegebene Differentialoperator
N:C*(M) — C°(M), heit der Laplace-Beltrami-Operator auf M. Er ist offen-
sichtlich gleichmig elliptisch.

Lemma 2.4.8 In lokalen Koordinaten (x1,...,x,) in einer Ungebung um p ist “LAPLACELOC

_ zaf
Af = _Z8LIJZ ]xj)

Beweis Siche [B] p. 45.

Lemma 2.4.9 Ist f: M — IR™! isometrische Immersion, so ist “HLAPLACE
H=0f= (Do Dfatr).

Beweis Seien v; ein lokaler orthonormaler Rahmen auf einer Kartenumgebung U

und V der euklidische Zusammenhang auf IR"*!. Es gilt dann
Afj = vvi(vvifj)
= v;vi(f;) — Vu,0i(f;)
= df (vi)df (vi)(y;) — szvi(fj)
= vdf(v ydf (vi)y; — df(v ydf (vi)y;
= vdf(vi)df( i)Yj
= H(y;) = H; .

)
vi)
O
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2.5 Stze aus der Funktionalanalysis

Satz 2.5.1 (Rademacher) Ist U C R" offen und f:U — IR Lipschitz-stetig, so“RADEMACHE
ist f H™-fast berall differenzierbar in U.

Beweis Siehe [SL] Seite 30.

Satz 2.5.2  (Einbettungssatz von Sobolev) Seien m > 1,1 < p < oo und“SOBOLEV

0<a<1lso dam— % > k + «. Dann existiert eine stetige Einbettung
J:H°(NM) — C**(NM)

Frm — % > k + « ist diese Einbettung sogar kompakt.
Beweis Siehe [A] p. 44.

Aus den Schauderschranken und den LP-Abschtzungen fr Gebiete in IR™ folgen die
entsprechenden Abschtzungen fr eine kompakte Mannigfaltigkeit M. Man betra-
chtet dazu die Differentialoperatoren in lokalen Koordinaten. Wegen der Kompak-
theit reicht es, endlich viele lokale Koordinatensysteme zu betrachten. Die Kon-
stanten in den Abschtzungen sind dann das Maximum der Konstanten in den

lokalen Koordinaten. Man erhlt also die folgenden Stze.

Satz 2.5.3 (Schauderschranken) Sei A linearer elliptischer Differentialoperator**SCHAUDERSC(

zweiter Ordnung, dann gilt

|U|C’2va(M,NM) < C(|A<U)|CO’Q(M,NM) + |u|COv°‘(M,NM))

Satz 2.5.4  (LP-Theorie) Fr einen linearen elliptischen Differentialoperator“LPAB
zweiter Ordnung A gilt

’U|H2,p(M,NM) < C(‘A(u)’Lp(szM) + |U’|LP(M,NM))
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Satz 2.5.5 (Maximumsprinzip) Sei M eine kompakte Riemannsche Mannig-“MAXPRINZ
faltigkeit mit Rand. A(u) = aVVu+bVu+-cu sei ein linearer gleichmig elliptischer
Differentialoperator mit beschrnkten Koeffizienten und ¢ < 0. Eine C?-Lsung der

Gleichung A(u) = 0 ist dann entweder konstant oder sie nimmt thr Maximum auf
oM an.

Beweis Fr jeden Punkt p € M° gibt es lokale Koordinaten ¢p:U — V mit
p € U°. A, ist dann ein linearer gleichmig elliptischer Differentialoperator ber V/
mit ¢, = ¢ < 0. Nach dem Hopfschen Maximumsprinzip (siehe z. B. [GT]) ist

uo ¢~ ! konstant auf V oder nimmt das Maximum in OU, also nicht in p, an. [

Satz 2.5.6 (Spektralsatz fr selbstadjungierte Operatoren) Ist X ein separabler*SPEKSATZ
Hilbertraum und T # 0 ein selbstadjungierter Operator auf X, so hat T die Gestalt

T(x) = Z A < T, € >x €k
keN

mit N C IN, einem Orthonormal-System (ex)ren von X und A\, € R frallek € N.

Bemerkung 2.5.7 Ist 0 kein Eigenwert von 7', so ist 7" invertierbar.

3 Variationsformeln und Jacobi-Operator “BAL
3.1 Variation des Funktionals

Definition 3.1.1 Wir betrachten die Vektorbndel
mE— MxM
T F— MxM
mit den Fasern 7~ 1(p,q) = T, M und 7(p,q) = TqM.
7@ m Hom(E, F) — M x M

ist dann ein Vektorbndel vom Rang n? +n ber M x M. Im folgenden bezeichnen
wir das Bndel Hom(E, F) — M x M mit m:© — M x M.
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Ist f: M — M differenzierbar, so ist fr jedes p € M und ¢:= f(p) € M
d,f €: T,M — T,M
das zugehrige Differential. Durch 6;(p): = d,, f) wird dann eine Abbildung
0:M — ©
definiert. Wir betrachten im folgenden die Lagrangesche
®:0 — R

und das zugehrige Variationsintegral

]:(f)::/M(I)oﬁdvol.

er Whlen einen endlichen Atlas A = {(z;,U;):i € I} fr M, einen endlichen Atlas

= {(yg j):j eI} fr M mit z;:U; — Vi, Y U — V und eine Teilung der
Eins {t;:4¢ € I} mit suppyy; C U;. Vermge dz; und dy; sind dann TU; = V; x IR"
und TU = V x IR"*!. Die Zuordnung

dyf — (p. F(p), 0] )
gibt einen Diffeomorphismus
O, 7=V x VxR,

In lokalen Koordinaten ist

Z/wz d, f) dvol = Z/ i(2, ui (), Dug(x))da

i€l icl

dabei ist u;:=y;o fo .ri_l.

Definition 3.1.2 Sei f: M — M eine Immersion. Eine C*°-Abbildung
F:(—e,e) x M — M

heit glatte Variation von f, falls
a) Frallet € (—¢,¢) ist fi:=F(t,-): M — M eine Immersion,
b) fo=f
) Frallet € (—e,¢) ist fi|,,, = fl,u,
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Definition 3.1.3 Eine Abbildung ¢: M — TM heit Vektorfeld Ings f, wenn
T o= f gilt.

Definition 3.1.4 F heit glatte Variation von f in Richtung ¢, falls

0

Bemerkung 3.1.5 Ist ¢ ein C§° Vektorfeld Ings f, so ist F'(t,p): = expy(, (tp)

eine glatte Variation von f.

Definition 3.1.6 Die erste Variation von F in Richtung ¢ ist definiert als

d
OF (f,¢): = 21 (exppto)],_,

Die zweite Variation von F in Richtung ¢ ist definiert als

d
OF(f,0):= —0I(exp; b, 0)|,_,

dt
f heit kritischer Punkt von I, falls fr alle C§° Vektorfelder ¢
OF(f,¢) = 0.

f heit relatives Minimum, falls es fr alle ¢ € C*>(M, T]Tf) ein to(¢) > 0 gibt,

so da I(f) < I(exp;tp) fralle t € (—to(p),to(p)).

f heit starkes Minimum zu festen Randwerten von F, falls F(f) < F(g)
fr alle Immersionen g, so da g(M) in einer Tubenumgebung von f(M) liegt und
OF (M) = dg(M).

f heit homologisches Minimum von F, falls nur in der Homologieklasse von

f minimiert wird.

3.2 Der Euler-Operator

Definition 3.2.1 Fr einen Punkt w € © mit n(w) = (p, ¢) definieren wir ein
Unterbndel V' des Tangentialbndels 7T© durch

Vi: = TwHom(T,M, T,M) = 7~ (n(w)) .
T0O 1t sich aufspalten in die direkte Bndelsumme
TO=HGV=TM& TM &V

mit H:= TM x M = TM & TM. Einen Vektor W € T,© mit 7(w) = (p,q)
kann man also eindeutig zerlegen in W = X +Y +Z mit X € TM, Y € TM und
ZeTy.
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Definition 3.2.2 Wir fhren auf TO und den oben definierten Unterbndeln

lineare Zusammenhnge ein.
VO =Vt VY

dabei ist
V=V 4V

und VY der euklidische Zusammenhang auf THom( T}, M, Tqﬁ ).

Ist &: ©® — IR differenzierbar so definieren wir

@H(w): = VHCI)(U)): T(p,q)M X ]/\\4/ — R
Dy (w): = VO (w): TqM — R

dy(w): = VV®(w): THom(T,M, T,M) — IR .

Satz 3.2.3 (Euler-Gleichungen) Fin kritischer Punkt f von F erfllt die Gleichung

Py () — C1 VM Dy(05) =0

auf TM.

Beweis Fr ein Vektorfeld ¢ Ings f ist
dpp: TpM — Top) TypyM = Typ) M -

Damit ist dann

d
Po0n = Dy (05) () + Py () ()
t=0
denn i
E(ldl\/fv epr tQO) = (07 90) 9
t=0
i(d exprtp)|  =dyp
A A PN
und

Py (thetaqf)(0,p) = Py (07)(p) -

Definition 3.2.4 Wir definieren den Euler-Operator zu F
Ly:C*(M,NM) — C°(M,TM)
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durch

Lyp:= [Fy(P,f(p)aaﬂp) - Cx v+ (Ve Fv-gw(p, f(P)yaf‘p)ﬂﬁ

Bemerkung 3.2.5 Es gilt mit diesen Bezeichnungen

F(f, ) = /MQ(L(f),QO) dvol

Bemerkung 3.2.6 Ly ist ein quasilinearer Differentialoperator der Ordnung 2.

Beweis

3.3 Zweite Variation und der Jacobi-Operator

Definition 3.3.1 Der Jacobi-Operator zu F J; ist die Linearisierung des
Euler-Operators L an der Stelle f, das heit

0

I1(p) = 5 L(f)

fr eine Variation f; von f in Richtung ¢.

Lemma 3.3.2

Ti() =|Cos(Fyy(p, F(0),01],) @
—2C15C12(Vx Fyv-ow(p, f(p),0f] ) ®

f
— C6,7C15C2 3(VxVx Fyegwv-ew (D, f(p), 3f{p) ® @)]
Beweis
0
b
Jf(gO) :aL(ft)‘t:()

0
=5 [ y(p, fi(p), aft’ ) —Cr, Q(VXFV*®W(paft(p)vaft‘p))}
=Ca,3(Fyy(p, f(p), 0f]) — Ca3( yD®<9S0)

- 04,501,2(VXFV*®W(Z77 af‘

— Cy 501 2(Vx Fy~gwp(p, f( 3f| ® a‘P

Mit partieller Integration folgt nun die Behauptung

12.11.2008 15 Kapitel 3



Bemerkung 3.3.3 Jy ist ein linearer Differentialoperator der zweiter Ordnung.

Wir betrachten in diesem Paragraphen die quadratische Form

Qs(p):= F(f,¢)

Lemma 3.3.4 Jy ist der Euler-Operator von %Qf

Beweis

/ < Lf(QO),QO > :82‘7:(fﬂ0)
M

d
:_af(ft’ |t 0

/—<Lft g

:/M (‘?t (fe), 90>’ /<L(f)7&%_<€>
-0

Mit dem Fundamental-Lemma der Variationsrechnung folgt jetzt die Behauptung.
O

Lemma 3.3.5 Es gibt Konstanten ¢;,cy > 0, so da fr die quadratische Form “PHIUNGL
Qr(p) = 0%I(f, ) gilt,

Qy(p) = Cololgr2(avr,namry — @l L2, v )

Beweis Fr v € T,,M ist

< R(v,)v, >
= < Vo, Vot,0 > — < VoV > — < Vi o0, ¢ >

-~

=0
—— < V0, Voo > 40 < V0,0 > — < Vo0, Voo > +9 < Vv, 0 >

=0

— ]%v¢\2—3}g0<v,gp >J—v<v,§<p90 >+ < B(v,v),p >

=0 20
Deswegen ist
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Qf(sa)=/ <Aso,<p>+/ <1Cso,so>—/ < Bp,p >
M M M

:/ <V<,0,Vg0>+/ |V¢|2+/90<H,g0>—/ < Bly, By >
M M M M

3.4 Eigenschaften des kleinsten Eigenwerts

Lemma 3.4.1 “EIGENWERT

Ap=inf{Qr(p) 1 p € HOLQ(M; NM), |90‘L2(M,NM) =1}
ist der kleinste Eigenwert von Ly, das heit, es gibt ein p € H °1’2(M , NM) mit

Arpr = Ly(py)-

Beweis Wir betrachten die Minimalfolge ¢, in H°V*(M, NM) mit |¢n|2 = 1.
Wegen 3.3.5 und der Beschrnktheit der Folge 0I(f, ¢,) gilt dann

ol o2 arnvany < C(O*I(f,0n) +1) < C
H 01’2(]\4 , NM) ist reflexiv, deswegen kann man ohne Einschrnkung annehmen, da
on — @ € H°V3(M,NM).
Ist Ay > 0, so ist Q¢ () eine positiv definite quadratische Form in ¢ und als solche
schwach unterhalbstetig. Damit erreicht man

A <Qrlp) < lim Qp(p) < Ay

Im allgemeinen Fall betrachtet man die quadratische Form

Qy) = Q(y) + c1leln2 (N )
Sie ist wegen 3.3.5 beschrnkt und nichtnegativ, es gibt also ein
¢ € H°V? (M, NM) mit [¢|2(a,nar) = 1 und Q(P) = Xy.

Q(P) +c1 = Q(p) =int{Q(p) : p € H*V*(M,NM), ¢l r2(a,nary = 1}
=inf{Q(p) : ¢ € HOl’Z(Ma NM),|plr2(m,na =1} + a1
=Ar +c1

Daraus folgt die Behauptung. U

Bemerkung 3.4.2 Ist A\ > 0, so ist Q¢(¢) > 0 fr alle ¢ € C°(M,TM), das
heit, f ist ein realtives Minimum des Flcheninhalts.
Ist umgekehrt f ein relatives Minimum, so ist offensichtlich Ay > 0.

Ist also Ay < 0, so ist f kein relatives, und insbesondere kein starkes Minimum.
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Lemma 3.4.3 Ist A\ >0, so ist Ly invertierbar. “LUMKEHR

Lemma 3.4.4 Ly hngt stetig von der Immersion f ab

Bemerkung 3.4.5 Sei f: M — M, r > 0 wic in 2.3.1, dann ist fr u € B,.(0) C
C*»*(M,NM) die Abbildung f, := expju : M — M eine C%*-Immersion. Wir

betrachten den Differentialoperator
L, =Ly,

L,, ist offensichtlich linerar und stetig in .

Lemma 3.4.6 Ist \(u) der kleinste Eigenwert des Jacobi-Operators L,, von M,,,“LAMBDASTE’

so 1st das Funktional
A:CHM,NM) — R

u— A(u)

stetig in 0.
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4 Variationsformeln fr den Flcheninhalt

Satz 4.0.1 (Erste Variationsformel) Sei ¢ ein normales Variationsfeld, dann ist“ERSTEVAR

OI(f,p) :—/M<H,gp>dV(f).

Beweis p y
OI(f,p) = . I(expytp) = dt/ dV (exp; tp)

man mu also zeigen, da

d
%dV(expf to) =— < K,p > dV(f).

Wir whlen jetzt einen ON Rahmen {v;} auf einer Umgebung von p mit V,,v; = 0.
Dies kann man zum Beispiel erreichen, indem man eine orthonormale Basis von
T,M parallel entlang der von p ausgehenden geodtischen Strahlen verschiebt.
Setzt man nun f;: = exp; tp, dann erhlten wir fr die induzierte Metrik g;;(t): =<
Oft - vi, 0ft -v; > und g(t): = det(g;;(¢)), und danmit

AV (fe) = Vg(t)dzy A ... Adazy = ~/g(t)dV (f)
Cav(r) = S g@av(n = L Lav(s)

2 dt
- _S 7 i1
pur gi; (t Zdtg
Setzt man nun v;(t): = df - v; dann erht man
d d
—Gii| == <w(t),vi(t
dt 7 =g dt<v()v()>‘—

=2 < Vou(t), vi(t) > L

=2 < Vi vilt) > | +2< [pui(®)], v >
=0
:2Ui(t) <, v > =2 < o, 6vi(t)vi(t) >
——
=0

=-2< (6’01‘%)]\77 p>—-< (%vivi)Tﬂp >

—_———

=0
Insgesamt ist also %dV (f;) = — < H, ¢ >. O

Bemerkung 4.0.2 H ist der Euleroperator zu I.
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Lemma 4.0.3 FEin kritischer Punkt f von I erfllt die lineare elliptische Differ-
tialgleichung
H(f)=0

Fr der zweite Variation des Flcheninhalts betrachten wir die folgenden Differen-

tialoperatoren
K(p):= Z R(vi, p)v;
i=1

AN (): =SpurvVV vV

wobei v; ein lokaler orthonormaler Rahmen von TM sei.

Lemma 4.0.4 K und AV sind lineare selbstadjungierte Differentialoperatoren

zweiter Ordnunyg.

Beweis Symmetrien
Die zweite Fundamentalform B ist ein Schnitt in T"M @ T"M ® NM, deswegen
ist

B, e T,M ® T,M ® NM = Hom(T,M ® T, M, NM).

Wir betrachten den Differentialoperator
B:=B'oB,
dabei ist B! der zu B adjungierte Homomorphismus

t
B, € Hom(N,M, T,M @ T,M).

Lemma 4.0.5 B ist linearer selbstadjungierter Differentialoperator nullter Ord-

nung.

Beweis

< B(v),p > =< B'(v),B" (1) >

n
=Y <B(),ei®e¢; ><B(v),e;@¢; >
ij=1

= Z < B(ei,ej),u >< B(ei,ej),/ub >,

i,5=1

insbesondere ist B selbstadjungiert.
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Satz 4.0.6 (Zweite Variationsformel) Ist f: M — M eine minimale Immer-“ZWEITEVAR
sion, ¢ ein normales Vektorfeld Ings f, so gibt einen linearen selbstadjungierten

Differentialoperator der zweiter Ordnung, so da

2Hﬁ¢%=/‘<—ANw+K¢—B%w)>
M

Beweis Fr die mittlere Krmmung H(t) der variierten Immersionen f; = exp; tp

gilt mit den Bezeichnungen von 4.0.1
H(t) = Spur(B(t)

= Z gij(t)B("Ui(t),Uj(t))

',j—1
Z 9" V NOLIL ))N
3,j=1

Damit ergibt sich

d — dg"
— < H(t),p > |t:O: Z L(O) < (vvi(t)vi(t))N’g) > ‘t:O

dt > dt
73—1
dgj 0
= ]Zl <szvz>90>+”zlg a<vvzvi790> .

n

dat ~ n -~ ~
= Z g (0)<Vvivi,cp>+z< VoV, vi, 0 >

ij=1 i=1

Wir berechnen nun die beiden Summanden, und verwenden dabei die Formeln
d i _
(6" (0)915(1)) = 0

%govi - 61&90 = [vi, ] =0

< %vigo,vi >+ < go,%vivi >=1v; < v, >=0.

Es ist also y
dg¥
0)=——
dt (0) ot
=— < Vyuu,v; > — < v, Vyu; >

<03,V >

= < V05,0 > + < V05,0 >
=2< %vivj,w >+ < [vi, 5], 0 >
—_——

=0
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Fr den linken Summanden berechnen wir
< %¢%Ui,g0 >=< 6%6(&“@ >4+ < E((p,vi)vi, p>+< %[Ui’w]vi,go >

-~

=0

—v; < Vi, 0 > — < Vi, Vo, 0 > — < R(vi, 0)vi, 0 > .
Dabei ist _ N B N B )
< V0, Vou; >= <V, 0, V0 >= ‘V,Uigo‘
= 2 = 2
=[(Vuo)™ |+ (Vo)

n
:|V{Xg0|2 + Z < 60#3,1{7 >2
=1

=|VNo|* + > < Vs, >7
j=1

n
=[Vel + D < (Vuup) V0 >2
j=1

Insgesamt ist also, wenn man alle Rechnungen einsetzt

d
= < K(t),0>|,_,

n
= Z < B(vi,v5), ¢ >< ¢, B(v;,v;) >
ij=1

n n
+ Z}vi\i‘p‘z B Z<§(vi7¢)via¢> :
i=1 i=1

Aus fM |VNg0‘2 = — fM < ANy, o > folgt nun die Behauptung. O

4.1 Der Jacobi-Operator

Lemma 4.1.1

Ly=-AN+K-B
1st ein stetiger linearer selbstadjungierter Differentialoperator zweiter Ordnung und
es gilt

d
Ly(p) = pred) (exp typ)

t=0
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Beweis

< Lg(p), ¢ >=0I(f, )
M

d
= —0l(exp; 1, 0)],_,

d
=— | = <H(expsilp), o>
/Mdt ! t=0
— | <H to),V >’
/M (expytp), Vi, a9 Y
= — M<a (expftw)‘t:0,<p>.

Mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung folgt jetzt die Behauptung.
O
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5 Kalibrierungen, Felder und starke Minimalitt

5.1 Felder

Definition 5.1.1  Sei M eine n + 1-dimensionale Mannigfaltigkeit und S ¢ R“BLAETTERDI
eine Teilmenge. {fs: s € S} erflle die folgenden Bedingungen:
1. Fr alle s € S sind die fs: M — M n-dimensionale immersierte Hyperflchen
in M.
2. M= Uses fs(M).
3. Fralle s # tist fo(M) N fi(M) = 0.
4. Frallep € M gibt es eine offene Umgebung V' C M von p, eine offene Menge
U x (a,b) C IR" x S und einen C*-Diffeomorphismus f:U x (a,b) — V so,
da f(U x {s}) =V N DM frs e (a,b).
{fs:s € S C IR} heit dann C*-Bltterung von M in n-dimensionale Hyper-
fichen.

Definition 5.1.2 Sei M eine n + 1-dimensionale Mannigfaltigkeit, f: M — M“FELD
eine n-dimensionale kompakte orientierte immersierte Extremale zu einem Funk-

tional F in M und ® = {fs:s € S} eine C*-Bltterung von M in n-dimensionale
orientierbare Extremale von F.

® heit C*-Feld zu f in M , falls es eine offene Untermannigfaltigkeit N C M gibt,

so da f|N: fo € ®.

Man kann auf jedem f4(M) ein orientierendes Einheitsnormalenfeld v so whlen, da

v, definiert durch v, := v4(p) fr p € f(M), auf ganz M stetig ist und fr jede posi-

tiv orientierte Orthonormalbasis {x1,...,z,} von T, fs(M) die Orthonormalbasis
{vp,1,..., 25} von Tp]TJ/ positiv orientiert ist. v heit dann das Einheitsnor-

malenfeld an .

5.2 Felder von Minimalflchen

Definition 5.2.1 Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, M eine n-dimen-

sionale orientierte Untermannigfaltigkeit. Eine geschlossene n-Form ¢ auf M heit
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eine Kalibrierung von M in M wenn fr alle pE M und fr alle orthonormalen
Vi,y...,Up € TPMV gilt:
©p(v1,...,v,) <1

und

op(x1,...,x,) =1

falls (z1,...,x,) positiv orientiert.

Satz 5.2.2 (Fundamentalsatz fr Kalibrierungen) Sei M eine vollstndige“KALIFUN
Riemannsche Mannigfaltigkeit, M eine kompakte, orientierbare, n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit von M und @ ein Kalibrierung von M in M. Dann ist M

homologisch minimierend in M eigenen Randwerten, das heit, fr alle zu M

homologen Untermannigfaltigkeiten N mit OM = ON gilt H"(N) > H"™(M).

Beweis (Federers Differentialformenargument)

H”(N):/NldH”2/N<p:/Mg0:/M1dH”:H”(M)

O

Bemerkung 5.2.3 Hat M triviale n-te Homologie, so ist M minimierend zu

eigenem Rand.

Bemerkung 5.2.4  Ist fr alle Untermannigfaltigkeiten N C M die orientierte “RANDMIN
Vereinigung N U (—M) Rand eines Kompaktums, so ist M ein Minimum in M zu

eigenen Randwerten.

Satz 5.2.5 (Solomon) Sei U C R"™ offen. Dann ist das Einheitsnormalenfeld“SOLOMON

v an eine C°-Bltterung von U in minimale Hyperflchen sogar Lipschitz-stetig.

Korollar 5.2.6 Ist ® ein Feld zu M in M, so ist das Einheitsnormalenfeld an“FELDDIFF
® fast berall differenzierbar.

Beweis mit dem Satz von Rademacher 2.5.1. O

12.11.2008 25 Kapitel 5



Satz 5.2.7 Ist M ecine kompakte, orientierbare Minimalfiche mit Rand OM # (), “MINIFELD
und ist ® ein CO-Feld zu M in M, so da M eine Tubenumgebung von M enthlt,

so ist M ein starkes homologisches Minimum des Flcheninhalts.

Beweis Wir konstruieren eine Kalibrierung von M in M.
Sei v das Einheitsnormalenfeld an ¢ und seien in einer Umgebung von p € M die
orthonormalen Vektorfelder {eq,...,e,} gegeben. Es gibt dann Koeffizientenfunk-

tionen «y, so da v = Z?:o ae; auf V. Mit
w:=deg A ... Nde,

ist dann fr jede positiv orientierte Orthonormalbasis {vo,...,v,} von T}S ist
w(vg,...,v,) = 1.

Definiere nun auf M die n-Form w, durch

wy (w1, ..y wy): =w(V, Wy, ..., wy,)

n
:Zaiw(ei,wl, e ,wn)
=0

:Z(—l)iaideo/\.../\@A.../\den(wl,...,wn).
i=0

Also ist "
w,,:Z(—l)iaideo/\.../\Je\i/\.../\den
i=0
. aai
dw, = deg N\ ... Ndey,
w ;8:171 €0 e
=div(v)w .

Um zu zeigen, da w, geschlossen ist, zeigen wir da div(r) = 0. In einer Umgebung
um ¢ = f,(p) kann man ohne Einschrnkung annehmen, da f, ein Graph in IR"*!
ist, das heit, fs(z) = (x, F(z)). Dann ist die Normale in x

y— 1 _(vF-1).
J1+VFE

Die Minimalflchengleichung fr die minimale Immersion fs; hat dann die Form

div, [ ——E ) —¢
J1+VFE
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Wir haben also

vy () = di VF L0 1 .
ivy41(v) = div, =0,
i 1+ [VF2)  Oxpir \ /11 |VEP

denn der rechte Term hngt nicht von z,, 1 ab.

Fr eine positiv orientierte Orthonormalbasis {z1,...,x,} von TM ist
w,,(xl, s 7xn) = 17

denn {v,zy,...,z,} ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis von Tpﬁ .

Fr alle orthonormalen {vy,...,v,} gibt es genau ein vy, so da {vg,...,v,} eine
positiv orientierte Orthonormalbasis bildet. Dann ist w(vo, ..., v,) = 1.

v It sich berall so aufspalten, da v = v+ ov; wobei v € span(vg,...,v,) und o < 1.
Also gilt

wy (V1. 0n) = w(V, vy, ..., 0)

w(v,v1,...,0,) +w(ovg,v1,...,0,) =0 < 1.

w, kalibriert also M in M. Die Behauptung folgt jetzt aus dem Fundamentalsatz
fr Kalibrierungen. O

Bemerkung 5.2.8 Wenn sich eine Minimalfiche M ¢ IR"™! als Graph schreiben “MINIBEM

It, ist sie ein starkes Minimum des Flcheninhalts zu eigenen Randwerten.

Beweis Sei My = {(z, f(z))}. Dann erfllt ®: = {M;: s € IR} mit My = {(z, f(z)+
s)} die Voraussetzungen von Satz 5.2.7. O

5.3 Felder von Extremalen

Sei im Folgenden & = {f, : M — M} ein Feld zu fj.

Definition 5.3.1  Wir definieren das Differential von & an der Stelle q € M
durch

P(q):=0fs|,  falls fi(p) = ¢

Definition 5.3.2 Wir definieren ein neues Funktional

F*(p,g(p), A|) = Fy, . (p, 9(p), P(9(p))) - (Ai,a|,—P(9(p))) + F(p, 9(p), P(9(p)))

p
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und

(@)= [ F(0.9(0),09] yvol

Lemma 5.3.3 0F*(g,¢) =0 fralle p € C§°(M, NM).

Beweis Offensichtlich gilt Fja = Fj. Die Bltter f; € @ sind Extremale zu F, sie

sind schwache Lsungen der Eulergleichungen von F, das heit

0
—Fyo‘ (pa fs(p)7afs‘p) - a_xZFp‘?‘ <p7f(p)aafs|p)

=Fya(p, fs(p), P(f(p))) — 5 Fpe(p, f(p), P(f(p)))
=Fya(p, fs(p), P(f(p))) — xz(p,f(p),P(f(p)))

~ Fyeys (0, £(0). P(f())) - g;j
— Fes (0, F0), PF)) - (P, — P, PY)

Lemma 5.3.4 F*(f) = F*(g) fr alle Immersionen f und g mit 9f(M) = 9g(M)“INVARIANT
und f(M),g(M) C V.

Bemerkung 5.3.5 Wegen der Eigenschaft 5.3.4 heit 7* Hilbert invariantes
Integral.

Definition 5.3.6 Wir definieren die Weierstra-Funktion zu F'
£: M x M x Hom(TM, TM) x Hom(TM, TM) — IR

durch
E(p,z,A,B):=F(x,2,B) — F(p,z,A) — (B — A)Fp(p, z, A).

Satz 5.3.7 f: M — M sei kompakte orientierte immersierte Extremale zu F “EXTREFELD
und ® ein C?-Feld zu M in ]/\\4/, so da M eine Tubenumgebung 7-(f) von M enthlt.
Ist dann weiterhin E(p,z, A,B) > 0 frallep € M, z € T.(f) und A # B €
Hom(TM, TM), so ist [ starkes homologisches Minimum von F zu eigenen

Randwerten.
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Beweis Wir betrachten eine andere Immersion g : M — M mit 8 f(M) =

Dg(M).
Fl9) = F(f) =F(g) = F*(f) = F(9) = F(9)
| F0.0(0).991,) = Fr.50).011 - )
= Fp(0,9(0), 0F | 11 (4 ) - (091, =0 |11 )MV

= /Mg(p,g(p),af\f1(9@)),89\]0)-

>0

Damit ist dann F(g) > F(f). O

5.4 Striktes Minimum

Definition 5.4.1 Eine (m-dimensionale Distribution 6 auf M ist ein Unterb-
ndel 6 von Rang m des Tangentialraumes T'M. Fr jedes p € M ist also 8, C T, M
ein p-dimensionaler Teilraum.

Ist das Unterbndel # C TM von der Klasse C*, so heit 6 eine C*-Distribution.

Definition 5.4.2 Eine p-dimensionale immersierte Untermannigfaltigkeit
f:N — M heit Integral-Untermannigfaltigkeit zu 6, falls fr alle p € N

gilt 0(f(p)) = df (TpN).
0 heit integrabel in p € M, falls es eine Integraluntermannigfaltigkeit N C M
zu @ mit p € N.

Lemma 5.4.3 Ist 0 eine p-dimensionale C'-Distribution und f: N —
M,fﬁ — M Integral-Untermannigfaltigkeiten von 6 mit f(p) € f(N)N f(ﬁ),

so gibt es offene Untermannigfaltigkeiten U von N respektive U von N, so da
F(U) = f(U)
Beweis Siehe [CH] p. 91.

Bemerkung 5.4.4 Sind f: N — M und f:M Integral—Untermannigfaltigkeitenl

von 0 mit Af(N)NAf(N) #0, soist f(N) = f(N).
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Beweis f(IN) N f(N) ist offensichtlich abgeschlossen und nach Voraussetzung

nichtleer. Aufgrund des obigen Lemmas ist f(N) N f(N) auch offen in f(NV). Es

ist also f(N) N f(N) = f(N), das heit f(N) C f(N).

Die Inklusion in der anderen Richtung zeigt man analog. O

Korollar 5.4.5  Mit den Voraussetzungen von 5.2.7 ist M ein striktes starkes MINISTRIKT

Beweis Wir betrachten die zu der Normalen v an F' duale Distribution 6 aller
Tangentialrume an ®. Offensichtlich ist M eine Integraluntermannigfaltigkeit zu
0. Fr N # M mit ON = OM # () mu sich das Normalenfeld vy an N auf einer
Teilmenge N C N von V| it H"(N) > 0 unterscheiden, weil vy stetig ist und
sonst N mit M identisch wren. Dort hat die Projektion von vy auf V|  €ine Lnge

il, und deswegen gilt w, |~ < 1. In 5.2.2 gilt also die strikte Ungleichung. U

%
Korollar 5.4.6  Mit den Voraussetzungen von 5.3.7 ist M ein striktes starkes“EXTRESTRIK

Beweis Wir betrachten hier die Distribution 6 der Tangentialrume an ®, sie ist
gegeben durch
0(q): = Im(af\f_l(q)) C TM.

Nun ist 9f(M) = dg(M) aber g # f, deswegen kann g(M) keine Integralunter-
mannigfaltigkeit von 0 sein. Es gibt also einen Punkt py € M so, da

af‘f‘l(g(p)ﬂ'é ag‘p'

E(p,g(p), E)f‘ffl(g(p)), 8g}p) ist also auf einer ganzen Umgebung von pq grer als 0.
O
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6 Feldkonstruktion

In diesem Kapitel soll ein Feld von Minimalflchen um eine gegebene kompakte sta-
bile Minimalflche M konstruiert werden. Dazu wird eine Schar von Parallelfichen
Mg um M zu einer Schar von Minimalflchen verbogen. Dann wird gezeigt, da die
einzelnen Bltter der Schar sich nicht schneiden und eine Tubenumgebung von M
berdecken.

Dazu mu man zuerst das Vektorfeld der mittleren Krmmung an die induzierten

Mannigfaltigkeiten betrachten.

6.1 Die Operatoren H,, L, und E,

Wir betrachten den Operator H, der einem Schnitt im Normalenbndel von M das
Vektorfeld der mittleren Krmmung an die induzierte Mannigfaltigkeit zuordnet.
Ein Schnitt 4 mit H(u) = 0 induziert also eine Minimalfiche. Nach 2.4.9 ist H
gerade der Laplace-Beltrami-Operator.

Nun ist der mittlere Krmmungsvektor ein Normalenvektor an die induzierte Man-
nigfaltigkeit und deswegen im allgemeinen nicht normal an M. Wir betrachten also
die Projektion H+ von H auf das Normalenbndel von M. Ist 7 N TM —s NM

die Projektion auf das Normalenbndel von M, so ist der Operator
H* =7py, 0 H:C**(M,NM) — C**(M, NM)

linearer Differentialoperator.

Lemma 6.1.1 Es gibt eineg > 0, so da fr alleu € C*(M, NM) mit ]u|Cl(M Nary <“NORMPRO
g0, und fr alle Vektorfelder V € L'(M,, TMV) qgilt:

aiNy(V)=0 <+ V=0

Beweis Andernfalls wre in einem Punkt p € M V,(p) L v, und damit
|u|Cl(M’NM) = 0. O

Es reicht also zu zeigen, da H*(u) = 0.

In lokalen Koordinaten gilt dann wegen 2.4.8,

(\/_g” w+u>>

H(u) =

. / 8:1:1
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mit g;;(u) = (¢ + u)e, (¥ + W)z, (97 (0) = (955 (1)), g(u) = det(gs;(w)).

Wir wollen nun kleine Strungen der Schar der Parallelfichen von M betrachten. Die
Parallelfichen M, von M werden von den Schnitten sv € C°>°(M, NM) induziert
und haben das gleiche Normalenbndel wie M. H,(u): = H*(sv + u) ordnet einem
Schnitt v in NM das mittlere Krmmungsvektorfeld der durch v ber M, induzierten
Flche zu.

Es gilt nach dem Satz von Taylor

H,(u) =H*(sv + u)
1
=H,(0) + dZS (1tu)|t:O - /0 (1-71)
=H, + Ls(u) + Es(u)

d’>H,
7 (tu) !t:TdT

L, ist der Jacobi-Operator von der Parallelfiche M, und als solcher selbstad-
jungierter, stetiger linearer Differentialoperator.

Im folgenden sei A; der kleinste Eigenwert von L,. Er hngt nach 3.4.6 stetig von
der Immersion und damit stetig von s ab. Wir knnen daher ohne Einschrnkung
annehmen, da Ay > A\o/2 fr alle s < p. Wegen 2.5.6 ist Ls fr alle s € [—p,p]
invertierbar.

Jetzt knnen wir das Problem
Hi(u)=Hs+ Lsu+ Esu=0
umformulieren in das Fixpunktproblem

-1
s Esu=u.

Tou:=—L; ' (H,) - L

S

Bemerkung 6.1.2
T,:C — C*>*(M, NM)

ist fr alle s € [—p, p| ein stetiger linerarer Operator.
Dieses Fixpunktproblem wird im folgenden mit dem Banachschen Fixpunktsatz

gelst.

6.2 Formeln fr diese Operatoren
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———(Viglov ), g (5w tu) (5 ),
g(sv + tu) !

+ (g9 (sv +tw)) (¢ + sv+ tu),,

Ty
+ g7 (sv + tu) (Y + tu)a,,
1 ..
e v ) o ) )
Lt
2¢g(sv + tu)
+ g% (sv + tu) (¢ + SV) e, + tg?; (sv + tu)ug,

+ 97 (51 + tu) (Y + 5V)a,0, + g7 (s + tu)ug,a,

H*(sv +tu) =

Gu, (s + tu)g¥ (sv + tu) Uy,

Weil aber (¢ + sv),, fr alle i tangential zu M ist, gilt

H(tu) :mgxi (sv + tu)g (sv + tu)ugfj (Hy)
+ tg;{ (sv + tu)ui (Hs)
+ g (sv + tu) (Y + s)5 o, (H3)
+ tg¥ (sv + tu)ui‘ixj : (Hy)

Lemma 6.2.1 H, ist in s stetig differenzierbar.

Beweis g;;(sV) = Vo, Vz; + 5V, Ve, + Ve, Vo)) + szl/miymj ist ein Polynom in s, g~

ist eine rationale Funktion in ¢*/, damit ein rationale Funktion in s und als solche

von der Klasse C*. Hy = H*(sv) = g (sv) (¢ + sy)m_m_ ist also von der Klasse C?
iZj

in s. O

Satz 6.2.2 Fr die Mittlere Krmmung Hs der Parallelfichen gilt “HCNULL

‘H5|CO < Ks.

Beweis H,(z) = Hy(z) + s442)

ds _
s=

()frein()gﬁ(ac)gs.

dH(x)
ds

Fr K:= sup,¢ M( ) ergibt sich die Behauptung. U

s=¢£(z)
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Lemma 6.2.3 (LP Abschtzungen) Sei As > 0, dann gilt: “LPABSCH

|U‘L1’ < 1/)‘8‘L8U|LP

Beweis
ulfy = [ a2l
< )\s—p/2/|u‘p/2|Lu’p/2
< NPl || Lsul??
= AP\l | Loul 2
Aus |u]%2 < )\S_p/zlLsu|%2 folgt dann die Behauptung. O

6.3 Konstruktion der Fixpunkte

Zur Lsung des Fixpunktproblems fr 75 betrachte die folgenden Mengen.

K(s,0):={ue CI*(M, NM): [u|gz.e < 877, |u] g2 < st}
Bemerkung 6.3.1 Fr alle s, 0 ist K(s,0) abgeschlossen in Co**(M, NM).
Satz 6.3.2 FEs gibt 0 > 0 und s3 > 0 so, da fr alle s < s3 gilt “ENTHALTEN

Ts(K(s,0)) C K(s,0) .

Beweis Sei U € K(s,0). Zerlege T,U = V + W so, da V und W den linearen

Gleichungen

L,V =—H;
LW = —E(U)
gehorchen. Es gengt dann zu zeigen, da V und W den folgenden Abschtzungen
gengen:
(V1) |[V|c2.e < Kis
(V2) \V|pgze < Kas
(W1) [Wlcze < K3s
(W2) (W2 < Kys
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Setze K: = K1+ Ko+ K3+ Ksund s3 = K~1/7 Fralle s < s3 gilt dann sK < s'=7
und V+ W =T,U € K(s,0)

Bemerkung 6.3.3 Es gilt also
|“|c1(M,NM) < |“|c2,a(M,NM) < Ks,
deswegen kann man ohne Einschrnkung annehmen, da
K(s,o) CC.
T ist also auf K(s, o) definiert.
Abschtzungen fr V

Wegen 6.2.3 und 6.2.2 ist |V|p» < C1|Hs|pr < Cys, und wegen 2.5.4 ist

Vlgze < C3(| LV +[VLe)
= 03(|H5|Lp + |V|Lp)
< C4S(V2)

Whle p = 2n, dann ist 2—n/p = 3/2 > 1 und man hat man nach dem Sobolevschen
Einbettungssatz 2.5.2 |V|c1 < Css und damit |V]co.a < Css. Hy ist beschrnkt in
C%(M, NM) und deswegen gilt nach Lemma 2.5.3

[Vlez2.a < Co(|Hs|co.o + |V]co.w)
S C7S(V1)

Bemerkung 6.3.4 Offensichtlich sind diese Abschtzungen fr V nur von H,“VUNABH

abhngig, insbesondere sind sie unabhngig von U.

Abschtzungen fr W

Satz 6.3.5 Sei|ulcr <r <1 und |ulecz <r <1 dann gilt “EABSCH
|Es(u)| < K (IVul® + [Vul[V*ul)

|Es(u) — Es(v)|2r < Kr(|V(u—2)|1r + V(1 —0)|10)
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Beweis Siehe Kapitel 5
Damit ergibt sich fr W

Wizn < ColEo(U)|s = cl(/ B (U)P) 7

< C’l{(/|Vu]2p/|VU!p|V2U!p)1/p}
< Cl{‘VU|CO|VU|LP + ‘VU‘CO‘V2U|LP}
< C{|U|e1|U e + U\ [U | 20 }

S 01{82—20' + 82—20'}

S 0182_20 S 018 .

Damit beweist man (IW'1) und (W2) wie oben.

Satz 6.3.6  Es gibt ein s4 > 0 ,s0 da fr alle s < sy gilt, Ts ist auf K(s,0) “KONTRAK

kontrahierend in der H*P-Norm.

Beweis Seien u,v € K(s,0), dann ist fr s4 < 1 auch |u|ez < |ufee.a < 8177 < 1

und |v|ez < s'77 < 1.
| Tou — Tyv|paw = |y~ (Hy) + LT Es(v) = LT (Hy) = LT Es(u) 2
< |By(v) = Eo(u) o
< |Bs(v) = Es(u)|pr + |L Es(v) = LT Ey(u)|
) — Es(u)

1
< [Es(v (W)lze + —|Bs(v) = Es(u)lr

2
< 1+ D)) - Bulw)
0
< s'TOK (Vo — V| + V20 — V2uL»)

< 'YK v — ul e

S4:= min{K —1/1-0 1} erfllt die Behauptung. Nach dem Banachschen Fixpunkt-
satz gibt es also einen eindeutigen Fixpunkt us = lim,, .., 77(0) in K(s,0). Man

hat also folgenden

Satz 6.3.7 Fr alle |s| < s5 = min{sy,...,s4} gibt es einen Schnitt us € “FPUNKT
C2(M, NM) mit

H* (sv + u,) = 0, |“s|c2»a(M,NM) < sKs, |u5|H2’P(M,NM) < sKs
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Whle nun p = 2n. Dann ist 2 — n/p = 3/2 > 1, und man hat man nach dem
Sobolevschen Einbettungssatz 2.5.2 |us|cr < Cs. Verkleinert man s; ntigenfalls
so, da C's5 < €, so ist nach Lemma 6.1.1 auch Hg(us) = 0.

M= M, ist nach der Konstruktion also eine Minimalflche. Insgesamt erhlt

man so eine Schar von Minimalflchen F' = {M,||s| < s5}.

6.4 F ist eine C’-Bltterung

Satz 6.4.1 Die Bliter von F schneiden sich nicht.

Beweis Angenommen, es gibt ein p € M ;NM; mit s < ¢, dann ist us(p) —us(p) =
0 und deswegen max(us—u¢) > 0. Auf dem Rand von M ist aber us—u; = s—t < 0,

damit ergibt sich ein Widerspruch zum Maximumprinzip 2.5.5. U

Sei Vi={zreVieg M, V o] <s1}.

Lemma 6.4.2 Der Rand jeder Zusammenhangskomponente von V ist von derUELIMES
Form M4 U M\S. Dabei ist /T/l\s Minimalfiche, und es gilt 8/\75 = O0Mg = 0M,.

Beweis Sei p € V so, da p = pr(x) und ohne Einschrnkung p > 0. sv + us(x)
ist streng monoton in s, weil F' keine Schnitte hat. Deswegen existiert entweder
min{s € R: sv + us(z) > p} oder max{s € R:sv + us(z) < p}.

Fall 1: 0: = min{s € R: sv + us(z) > p} existiert.

M, ist also Teil des Randes der Zusammenhangskomponente.

Sei jetzt Uy (x): = supy., us(z) und (sp)nenw mit s, " o, dann konvergiert us,
punktweise gegen u,. Aber es gilt |us, |c2 < Clus, [co < Cltg|co, weil Mg, Min-
imalfichen sind. Die Folge us, ist also auch in C3(M, NM) beschrnkt und kon-
vergiert dort gegen U, .

H* ist auf C3(M, NM) stetig und deswegen ist H(u, )
Minimalfiche.

Offensichtlich ist OM, = 5’M\U. Deswegen ist M, U M\g der Rand der Zusam-
menhangskomponente von V', in der p liegt.

Fall 2 analog. U

—~

0. My:= M~ st also

Lemma 6.4.3 V =10
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Beweis H(u,) = H(u,) = 0 und deswegen ist fr v:= (4, — uo) auch H(v) =
0 und v| oy = 0- Nach dem Maximumprinzip 2.5.5 ist dann v < 0 auf M. Mit
demselben Argument erhlt man auch —v < 0 auf M. Aus u, = u, erhlt man nun
die Behauptung. O

Die Abbildung -
viM X [-p,p] — OC M

(z,8) — T o vg(x)
ist ein Homomorphismus. M x [—p, p] ist kompakt und p > 0, deswegen ist
inf (5 s)erx[—p,p) |Vs(2)] =1 > 0. O enthlt also die Tubenumgebung 7:(f). Die

Niveaufichen {v = const} = M, =: M, von v sind nach der Konstruktion immer-

sierte Minimalflchen.

Lemma 6.4.4 F:={Mg:s € [—p,p|} ist C'-Bltterung

Beweis Es ist nur noch 4) in 5.1.1 nachzuweisen. Ist x € O, U C NM eine
Umgebung von v~!(z) und ¢:U — V x [—p, p] eine lokale Trivialisierung des

Normalenbndels, so ist
hi=vop™:V x [=p,p| — v(U)

ein Homomorphismus, und es gilt fr alle s € [—p, p] da h(V x {s}) = vs(7w(U)) C
M. O

Satz 6.4.5 Ist M kompakte, orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit und
f: M — M isometrische, minimale, stabile Immersion, so gibt es ein Feld F zu

Korollar 6.4.6 (Hauptsatz) Ist f:M — M wie oben, so ist M ein starkes
homologisches Minimum des Flcheninhalts in der Klasse der Flchen mit gleichem

Rand.
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7 Abschtzungen fr E,

7.1 Beweis von 6.3.5

Sei G:= G(s,t,x):= (gij(sv + tu)(z)) = (¢ + sV + tu)s, (Y + sv + tu),, ‘m, Gy:=

(%gij(su +tu)) und ||Al|: = ZZ;‘:1 la;;| fr A€ GL(n,IR).

Lemma 7.1.1  Sei |[Vu| <1 und |V?u| < 1. Es gibt eine Konstante K > 0 so,“GABSCH
da fr0<t <1 gilt:

a) IGIL G < K

b) G G < K[Vl

c) Gl 1G5 | < K|Vul?

d) |G, I G < K1 A+ [Vl |[V2au))

e) G |1, 1G i || < K (|Vul + [V2ul + [Vul[Vul)
f Gt |1, 1G s, || < K(IVul? + [Vl + [Vu| [Vl

<

)

) [(det G| < K|Vu|
) |(det G| < K|Vul|?
i) |(det G)z, |, [(det G) iz, |, [(det G) e, | < K .

>

Beweis Sei ¢ eine Karte von M;, dann gilt fr die Ableitungen der Metrik:
9i3 (0 + tu) =ig(s,1) = (1 + s + tu), (4 + sv + tu),,
:wmlwmj + S(wxil/a:j + inwirj) + t(uxlwxj + wwluaij)
+ s2ywi1/xj + 5t (Ve Uy + Uz, Va;) + t2uxiuxj

d
%gij(s7 t) :U:rﬂpmj + ulijdjmi + S(V.Tiul‘j + u.fti ij) + 2tu1‘1u$:,

d2
@gij(s, t) =2Ug, Uy,

d
%gij(s’ t) =Vp, Yz, + VoV, + Ve, Us,; + Uz Ve,) + 28V, Vs,

d2
%gij(sa t) :V$1u$j + uxi V.Clij
d3
mgij(s,t) =0.
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M und damit M, sind kompakt. Deswegen sind u, v, ¥, und 9., fr jede Karten-
wahl beschrnkt. Daraus kann man die linken Teile der Behauptungen a) bis f) und
die Punkte ¢g) und h) direkt ablesen.

Die Inversionsabbildung F: A — A~1 ist eine stetige Abbildung von Gl(n,IR) auf
sich. G([0,1])? x M) ist kompakt, und deshalb ist F' auf G ([0, 1]?> x M) beschrnkt.
Dies ist die Aussage der Behauptung a).

Frr € {t,r1,...,2,} gilt 0 = (GG™Y), = G,G~! + GG ! und damit G,1 =
G 1G,G~1. Also:

b) Gl = GGG
) Gy = (@), = (GGG,
— GGG + GGG + GGG
d) Gl = GG, G
) Gt = (G7),, = (GGG

i

=G, lGGT + GG, G+ GGG
f) Gitr, = (G,
= G;LGG7 4 G WG + GGG
+ G GG 4+ G G, G+ 4G G Gy
+ GGG+ GGG + GGG

Durch sukzessives Einsetzen der schon gewonnenen Abschtzungen gewinnt man
die Behauptungen b) bis f) wenn man ausntzt, da die jeweils kleineren Potenzen
von |Vu| und |V2u| die greren dominieren.

Die Determinantenfunktion det G(s,t,x) ist ein Polynom in ¢ und z;. Deswegen
ist sie und ihre Ableitungen beschrnkt auf [0,1]? x M, dies impliziert ). O

7.2 Beweis der ersten Ungleichung:

1 2717 L
d“H
FE = 1—t)——=(s,t)dt
W= [ =00
Es reicht zu zeigen, da fr 0 <t <1 gilt

d>H~+
| (s,t)|< K ([Tul? + [Vl [V2ul)
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Dazu reicht es H abzuschtzen. Ausdifferenzieren ergibt:

) dtQ

d? H _2tgt2(sa t) _ tg(87 t)gtt(sa t) — 39(87 t)gt(37 t)
D) 1(S7t) - 3
dt 493 (s, t)

2g(s,t) — tgi(s,t)
2g2(s,t) <gt‘ri($’t)g (5,) + ga. (s, t)gt (3 t))

¢ y y
+ o= (gtt:vi (Sa t)g” (87 t) + 9z, (Sv t)gtg (57 t)) U’:Jc_
29(s,t)

Gu: (5,8) g (5, t)uz

t .
———Gta, (5, 1) g, (5, t)uy
+ g(S,t) Jtx; (57 )gt (87 )ux

—5 Ha(s,t) =2g,7 (s, )uy, +tgyl,, (s, t)uz;

2

dt?
2

dt?
2

d i L ij I
@H‘l(s t) 29? (87t)ul’z‘$j + tgg (87t)u$iffj .

—5 Ha(s,1) =g)] (s,6) (" + 80,0,

Wenn man die Abschtzungen aus Lemma 7.1.1 einsetzt, ergibt sich:

Hi(s t)‘ <K (| det Gy (s, £)||Vu| + | det Gy (s, £)||Vul
+GT (s DIVl + |Gt (s, )| [ Vul)
<K (|Vul*|Vul® + [Vul® + [Vul?)

Fe

<K|Vul?

2 dtQHQ 5,0)| <K (IG5 (5. 01|Vl + G772, (5. )| V]

<K(|Vul® + |Vu||VZu| + |Vu|?|V?u|
+ |[Vul’ + [Va|[V2u| + [Vul?[VZu])
<K (|Vul* + |Vu||V?ul)

d? _

oo Ha(s,t)| <K (G (s,0)]] < K| Vuf*

d? _ _

T Ha(s, t)\ <K (||G7 (s, [ V2ul + |G (5, )|V ?ul)
<K (|Vul|Vu| + [Vul|*|V?ul)
<K|Vu||[V?ul .

Daraus folgt die Behauptung. O

7.3 Beweis der zweiten Ungleichung
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|E(u) — E(v)|1r = (/ (1-— t)(%[{l(tu) — %HJ—(tv))dt .

—Hi( u) — d—Hl(tv)

Lr

dt? dt?
Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden Rechnung fr die einzelnen Summan-
den.
L )~ ()] <K (00) - gl 00)
dt? dt?
<K||Vul]® — |Vv]?|
<K||Vu| - |Vol|*
<K|V(u—v)”
<Kr|V(u—v)|.
Die Metrik und ihre Ableitungen sind punktweise Polynome in u,, ..., u,,  , deswe-

gen C! und damit Lipschitz-stetig. Dasselbe gilt auch fr die Determinate der Metrik

und ihrer Ableitungen. @ sei die gemeinsame Lipschitz-Konstante. Dann gilt
? ? 1
o H () — 5 H ()] <2972, tu) — o )z

dt? dt?

und folglich

!gmz (tu)uy, — gm (tu)vg, + ge3, (tu)vg, — g3, (tv)vy, |
<| 915, (tu) (uz, — va))| + (922, (tv) — i3, (t0))vg, |
<|gml(tU)HV(u—v)|+\Vvl\gmz(tv) ges, (tv)]
<lgez, (tw)[|V (u = )| + |Vo|Q|V (u — v)]

<(E(IVul* + V2] + [Vul[V2ul]) + QIV]) [V (u = v)|
<Kr|V(u—v)|.

Der zweite Term und die Abschtzungen fr H; gehen analog.

d2 iy iy
L b () — L ()] <2lgf (i, — P (o) |
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Der erste Term wird jetzt exemplarisch abgeschtzt

12.11.2008

|97 (tu)uy,, — g (tu)vy,,, +g (tU)
<|gt (tu) (w0, — vay0,)| + | (92
<lgy’ (tw)||V?*(u — v)| + |V2U|Q|V(U —v))|
<K |Vu||V2(u —v)| + Q|Vv||V(u - v)|

<Kr([V(u—v)[+[V(u—v)]).

43

iT _gt (t?})
g7 (t0)vz,,|

1
Vg, iT—7]
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8 Simultane Feldkonstruktion
Wir konstruieren in diesem Kapitel ein C?%-Immersion
g:MX [_pap] —>M7

so da die Niveauflchen M, := g(M x {s}) in M Minimalfichen sind, und da gilt
g(z,s) = 7(sv(z)) auf OM und g(x,0) = f(z) auf M.

Dazu konstuieren wir eine C?“-Injektion
u: M x [—p,p] — M,
so da

g(z,s) = 1(su(zx,s)) = expf(m)(su(s,x)) )

Offensichtlich ist dann ¢(0,z) = f(z), und wir mssen fr alle s € [—p, p| erreichen,
da
u(z,s) = v auf OM.

Sei s € [—p, p] fest. Dann ist
h(z,t) = 7(tsu(z, s))

eine glatte Variation von f, und es gilt

(#,0) = 7(0) = /(2)

ho(l’) =h
h(zx,1) = 7(su(z,s)) = g(z,s) .

hl(l') .

f ist nach Voraussetzung minimal, deswegen mu man das Problem

(8.0.1) H(hy) — H(ho) = i %H(ht)|t_7_d7'= 0

Isen. Nun ist aber

d
—H =L s)s
CH(,_, = In,(su.)

dabei ist Lj, der Jacobioperator von h;. Mit den Bezeichnungen L£; := L, und
L := L schreibt sich 8.0.1 als

1
s/ Liugdt =0 .
0
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Damit erhalten wir

1
Lug = / (Lo — L4)usdt
0

1 t d
= —/ / — L ugdodt .
o Jo do

Lemma 8.0.2 FEs gibt eine glatte Funktion G, so da

1 gt
—/ / iLZ(,.usdcmlt = sG(z, s,u, Vu, Vu).
0 0 dU

Beweis kommt noch
Nun ist aber der kleinste Eigenwert A des Jacobi-Operators £ = L positiv, deswe-
gen ist £ nach 3.4.3 invertierbar. Es gibt also genau eine Lsung v € C>%(M, NM)
der Randwertaufgabe

L(v) =0 auf M
v=vauf OM |

Setzen wir

N

=u-—-"v

und
H(z,s, 0, Vi, V) := g(x, s,u+v,V(u+v), V(u+v)),

so knnen wir 8.0.1 in der folgenden Form schreiben

4

L

o-H(x,s, u, Vi, Vi) auf M
8.0.3
0 auf M

U
oder wegen der Invertierbarkeit von £ als
i(zx,s) =s- L H(x,s, u(z), Vi(z), V3i(z)) .

Durch
TU (z,8) :=s- L H(x,s,U(x), VU(x), V2U(2))

definieren wir einen stetigen Operator
T: C*(M x [—p, p|, NM) — CZ*(M x [—p, p], NM).
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Es gilt dann

I TU — TV |c2.0(Mx[=p,p),NM)
<s|CTYH(-,- U, VU,V2U) = H(-,+, V,VV,V?V)) |c2.0 (M x [ p.o.N M)
< p”‘C_l || |H(7 ) U> VU, VQU) - H(7 ) V7 VV» v2‘/)|C0"3‘(M><[—p,p],NM)

< p||£_1||w|U - V’CQVO‘(MX[—p,p],NM)

Dabei ist w der Stetigkeitsmodul von H. Fr hinreichend kleine p > 0 ist der
Operator T in der C?>*-Norm eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunk-
tsatz gibt es einen eindeutigen Fixpunkt @ € C>*(M x [—p, p|, NM). u(z,s) :=
@(x,s)+v(x) Ist dann das Problem und ist von der Klasse C*%(M x [—p, p], NM).
Wir haben also mit g(x, s) := 7(su(z, s)) eine Funktion g € C**(M x [—p, p], NM)
konstruiert, deren Niveauflchen g({s = const}) Minimalflchen sind. Analog zu der
Argumentation in 6.4.0 erhalten wir, da die Niveauflchen von g eine C**-Bltterung

ergeben.
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